24

2 ROZAMIENTO

El roce o rozamiento es la resistencia o fuerza que oponen los cuerpos en contacto a
deslizarse o rodar unos sobre otros. Esta fuerza debida al rozamiento, es contraria al
sentido del movimiento y produce como consecuencia una disminucion de la velocidad
de los moviles, comparados con otros cuyos desplazamientos se realizarian en
condiciones ideales, sin rozamiento. Es necesario, ademads, transformar parte de la
energia utilizada en mover el cuerpo en un trabajo que se emplea en vencer la
resistencia al deslizamiento, y este trabajo pasa al medio exterior bajo la forma de una
cantidad de calor equivalente, es el trabajo realizado contra la fuerza de rozamiento.

El rozamiento se produce entre cuerpos cualquiera sea su estado, solido-solido, solido-liquido,
solido-gas, liquido-liquido, liquido-gas, gas-gas.

El rozamiento puede ser beneficioso o perjudicial. Cuando es de utilidad se trata de aumentarlo,
como es el caso de los frenos, correas, etc. Cuando no es de utilidad, se trata de eliminarlo o por
lo menos de disminuirlo, como es el caso de cojinetes y ejes, engranajes, etc.; para ello se
utilizan diferentes medios, como ser superficies especiales, lubricacion, etc.

Segun se produzca deslizamiento entre los cuerpos o uno ruede sobre el otro, se distinguen dos
tipos de rozamiento: rozamiento de deslizamiento o de primera especie y rozamiento de
rodadura o de segunda especie.

Rozamiento de primera especie o de deslizamiento

Se produce por deslizarse una superficie sobre otra. Se puede comprobar la existencia del
rozamiento experimentalmente: se considera un plano inclinado, cuya altura maxima es %, segun
muestra la figura (Fig.2.1-1), y sobre el mismo un so6lido que cae; este mismo s6lido se lo deja
caer en caida libre (Fig.2.1-2) desde la misma altura / que tiene el plano inclinado.La velocidad
final v de un solido en funcién de su velocidad inicial, de su aceleracion y del espacio recorrido
esta dado por:

2 2
v: =v; +2ae

2.1)

siendo, en la caida libre, la aceleracion a igual a la de la
gravedad g y el espacio e igual a la altura 4; ademas la
velocidad inicial es vy = 0 por lo que resulta la (2.1):

2

v = 2gh
(2.2)
o también:
v=-|2gh 2.3)
En el plano inclinado es vy = 0 y la aceleracion a:
a =gsena (2.4)

y el espacio e:

h

e —
seno (25)
por lo que la (2.1) resulta:
h
v =2gsena. =2gh
seno (26)

o también:

v, =.[2gh 2.7)
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Es decir que tendrian que ser ambas velocidades iguales, o sea v = v,; pero se comprueba en la
practica que es v, < v y ello es debido a la fuerza de rozamiento que se opone al libre
desplazamiento del cuerpo sobre el plano inclinado, de donde se deduce su existencia. Otra
forma de deducir su existencia es suponer un cuerpo en reposo (Fig.2.2) sobre un plano
horizontal.

| F Si se aplica paulatmamepte una fuerza sq!are el cuerpo, se Qbserva
que cuando alcanza la intensidad F recién comienza el mismo a

113 a moverse, rompiéndose en ese instante el estado de equilibrio. Si es P
Fig.2.2 la fuerza normal que el cuerpo ejerce sobre la superficie horizontal,

se observa que ambas fuerzas estan relacionadas por la siguiente
expresion:

F=P=R (2.8)
siendo ff un coeficiente denominado coeficiente de rozamiento estdtico, en reposo o de
partida, y R la fuerza de rozamiento que la superficie ejerce sobre el cuerpo oponiéndose al
avance del mismo.

La (2.8) puede ademas escribirse como:

t=p 2.9)

siendo en este caso 4 la fuerza a aplicar horizontalmente para mover la unidad de peso o de
fuerza normal ejercida sobre la horizontal por el sélido.

Coulomb y Morin formularon leyes que rigen el rozamiento de deslizamiento, siendo
estas las siguientes:

+F [ 1 [] Primera ley: la resistencia producida por el roce por deslizamiento
(a) (h) es proporcional a la fuerza normal que el cuerpo ejerce sobre la
JI'P 7 | B superficie. En la figura (Fig.2.3-a) se observa la suma de la fuerza F
”g (i ¥ ejercida sobre el cuerpo mas el peso propio P, lo que da la fuerza N

normal a la superficie, a la que es proporcional la fuerza de
rozamiento que se opone al movimiento del cuerpo.
Segunda ley: el coeficiente rozamiento por deslizamiento depende de la naturaleza de las
superficies en contacto, pero no de su extension. En la figura (Fig.2.3-b) se observa una figura
en la cual se disminuye su superficie de contacto retirandose dos porciones de los extremos que
se colocan en su parte superior, por lo que el peso del mismo permanece igual, no variando la
fuerza de rozamiento.
Tercera ley: una vez comenzado el movimiento, el coeficiente de rozamiento es menor que el
correspondiente al reposo y disminuye continuamente con el aumento de velocidad,
denominandoselo en este caso como coeficiente de rozamiento dindmico, siendo:

1<t (2.10)
Esto es valido para superficies secas y no para superficies lubricadas ya que en este tltimo caso
aparece un rozamiento de viscosidad del fluido.

Determinacion experimental del coeficiente de rozamiento

Para la determinacion del coeficiente de rozamiento estatico se puede
proceder de las siguientes formas:

a) Hacer deslizar un cuerpo (Fig.2.4) de peso conocido P, medir la
fuerza F en el instante limite que comienza el movimiento y se hace el
cociente entre F'y P, obteniéndose 4, segun la (2.9):

/uo:F
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b) Considerando un cuerpo que se desliza por un plano inclinado, (Fig.2.5), el angulo ¢ de
inclinacion del plano se puede variar de cero hasta un valor ¢, para el cual el s6lido comienza a
descender. La condicion de equilibrio en el momento de iniciarse el movimiento es:

T=R (2.11)
siendo:
T=Pseng (2.12)
R:,U() N:,U()PCOS(D() (213)

W Porlo que la (2.11) resulta:

Psengy= Ly P cos@y (2.14)

haciendo pasajes de términos y simplificando se obtiene:

_seng, _
Hy =—— = =tgg,
COS P, (2.15)

La (2.15) indica que la tangente trigonométrica del angulo ¢, que el plano inclinado forma con
la horizontal en el momento de iniciarse el movimiento es igual al coeficiente de rozamiento
estatico o en reposo.

Angulo v cono de rozamiento

Suponiendo la fuerza N que el cuerpo a (Fig.2.6) ejerce normalmente sobre la superficie en que
se apoya y F' la fuerza que rompe el equilibrio del cuerpo, haciendo que éste comience a
moverse, y, que R’ es la fuerza resultante de /'y N, ésta forma con la vertical un angulog, que
es el angulo de rozamiento y cumple la condicion:

g, = i H
N A (2.16)
= siendo @y = arctg My 2.17)

O sea que la tangente del angulo ¢, equivale al coeficiente de
roce estatico. Si se considera a £ la equilibrante del sistema de
fuerzas F' y N, se observa que para producir el movimiento del
solido es necesario que E forme con la vertical el angulo ¢y; si
la componente ' es mayor que la necesaria para mover el
cuerpo, tanto R’ como £ se acercan hacia la horizontal. Es posible por lo tanto, imaginarse un
cono llamado de rozamiento, cuyas generatrices forman un angulo ¢, con la vertical. Si la
equilibrante esta orientada dentro del cono, es decir, si forma un angulo menor que ¢y, no es
posible producir el desplazamiento del solido, por cuanto la componente F no vence el
frotamiento proporcional a la fuerza normal N.

Ecuaciones del movimiento en el plano inclinado con rozamiento

Suponiendo que un cuerpo ¢ cae por un plano inclinado que forma un
angulo a con la horizontal (Fig.2.7), actuando sobre el mismo, debidas
al peso propio P = mg del cuerpo, las fuerzas:

T =P sena = mg sena (2.18)
la que produce su desplazamiento hacia abajo.

Fig.2.7
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R=UuN=UuPcosa= Umg cosa (2.19)

Siendo R la fuerza de rozamiento que se opone al avance del cuerpo, Y el coeficiente de
rozamiento dinamico (del cuerpo en movimiento) menor que el rozamiento estatico:

H< Hy (2.20)

El cuerpo cae debido a que es:
T>R (2.21)

por lo tanto tiene una aceleracion a, existiendo una fuerza resultante que hace que el cuerpo se
deslice hacia abajo:
T-R=ma (2.22)

Reemplazando 7'y R por sus valores dados por la (2.18) y (2.19) respectivamente en la (2.22),

se tendra:
mg sena - i mg cosa = m.a = mg(sen a -l cos a) = m.a; despejando a:

a= g(sena — [ Ccos a) (2.23)
Si para un tiempo 7, =0 esv =v, y e = ¢y, paraun tiempo ¢ cualquiera, sera:

v=v,+gt(sen a-lcos &) (2.24)

L
—gt (sena— licos)
e=e)+vit+ 2 (2.25)
Si el cuerpo asciende por el plano inclinado debido a la velocidad v, que posee (Fig.2.8), se
tiene:

-T-R=m.a (2.25)
-mg sena - (Img cosa = m.a (2.26)
De donde es.
- (mg sena + [lmg cosa )= m.a (2.27)
Despejando a de la (2.27):
Fig.2.8 a=-g(sena+ [Umg cosa) (2.28)
Paraty=0esv=vyye=¢eyy se tendra:
v =v,-gt(sena + [lcosa) (2.29)
y
1
e=ey+tvyt- 2 gt (sena + pcosa) (2.30)

Trabajo contra la fuerza de rozamiento

Considerando el plano inclinado de la figura
(Fig.2.9), se puede realizar un analisis de las fuerzas

cosip ] .
que acttan sobre el cuerpo, considerando las fuerzas
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exteriores, el peso propio del cuerpo y la fuerza de rozamiento y el trabajo necesario para vencer
esta ultima, que se opone al movimiento del mismo. Suponiendo que sobre ¢l cuerpo de peso P
= mg se ejerce una fuerza F' = m.a para lograr su ascenso, se tendra, segun la sumatoria de las
fuerzas que intervienen:

dv
F-mg seng -R = m.a = m.v dx

(2.31)
Fdx - mg.sen@ dx — Rdx = m vdv (2.32)

Integrando entre x; y x, correspondiendo en cada punto para v, v; y v, respectivamente y
haciendo pasaje de términos:

2
F(x;—x;) =% (mv-m V1 )+ mg(x, sengp—x;senp) — R (x;—x;) (2.33)

Si fuera F =0, se tendra:

2 2
mV2 +mghy=(%mYi +mgh )-R(x;—x,) (2.34)

Siendo el primer miembro la energia total en el punto 2 y el segundo miembro la energia total
en el punto 1 menos la energia empleada en el trabajo para vencer la fuerza de rozamiento R.

Trabajo de rozamiento en gorrones

gotron fromtal

Los arboles y ejes descansan sobre cojinetes directamente, ~
0 mas comunmente por medio de gorrones, los cuales d If dy
pueden ser frontales o intermedios (Fig.2.10). Tl
Entre el gorrén y el cojinete sin lubricacion se produce un ! ‘
rozamiento, debido al contacto de ambas superficies Il
laterales circulares, que es considerado de primera especie.
Estos cojinetes reciben el nombre de cojinetes de gotron intermedio
deslizamiento o de friccion. En los de bolas o rodillos se 1 4
produce un rozamiento de segunda especie o de rodadura, 1 d 1
denominandoselo de antifriccion. T [ a
La distribucion de la presion entre ambas superficies
dependera de la elasticidad de ambos metales y del huelgo B lP

0
difer Fig.2.10
encia
entre los didmetros del gorron y del
—. cojinete. Cuando los cojinetes son nuevos,
la presion se distribuye en forma uniforme
debido a la adaptacion perfecta existente
entre ambas piezas. Si el gorron es usado
(gastado) el radio r se transforma en el radio y variable para cada
punto del mismo (por desgaste desparejo).
Analizando la figura (Fig.2.11), y teniendo en cuenta que la carga
se transmite en forma radial al gorrén, con una distribucion radial
de presiones, la cual tiene una componente horizontal que se anula
con la simétrica, pero no asi la componente vertical, que produce
una presion media especifica, siendo esta presion media especifica
la relacion entre la carga Py la seccion diametral del gorron:

P eje
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dl~ 27l (2.35)

Siendo d y r el didmetro y radio respectivamente del gorron que apoya en una longitud / sobre el
cojinete.

La carga P ejercida sobre el gorron produce una fuerza de resistencia por rozamiento R entre las
superficies del eje y cojinete en contacto cuando el eje gira con una velocidad angular @ dentro
del cojinete, siendo M el momento debido a esta fuerza. Analizando en la figura (2.12), para un
gorron desgastado de radio y, que esta  sometido a una carga vertical P que es transmitida al
cojinete de longitud /, la presion especifica p que se produce, el coeficiente de rozamiento /'y
considerando que la superficie diferencial dS es:

dS=rlde (2.36)

y siendo dN la fuerza normal a la superficie dS se tiene:
dN =p.dS =p.rlde (2.37)

La fuerza de rozamiento que se opone al giro del eje es:
dR = dN = up.r.lde (2.38)

resultando el momento de rozamiento dM:

dM = y.dR (2.39)

Integrando la (2.39), suponiendo K constante:
M = IydR = I,Ll.p.r.l.d(p..y (2.40)

Si el gorrdn es nuevo es y = » = constante y la presion p en toda la superficie del mismo se
mantiene constante, resultando por lo tanto la (2.40):

M = /Jp.rz.lj.zﬂ do = upr’ls
2

(2.41)
p= 1
y como es por la (2.35) 2.7l resulta para el momento M:
r*lm.P V4
M=yuy———=ur.—.P
2rl 2 (2.42)
Se puede hacer:
o=
! 2 (2.43)
Por lo que la (2.42) resulta:
M= p.r.P=157UP.r (2.44)

El coeficiente £ se lo denomina coeficiente de rozamiento del gorron.
La potencia Ny consumida en el trabajo de rozamiento para la velocidad angular o, siendo:

_2rn (md)
w=——
60 \ s (2.45)

€S:
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Tn
Ne=Mo = t,P.ro= P.r 30 (2.46)

Para P en kg fuerza, @ en radianes/s, » en metro la potencia resulta en kgm/s y multiplicando

1 CrV

por 75 kgm/s ge 1a obtiene en CV. Si P esta en Newton (N), w en rad/s, r en metro la potencia
esta dada en J/s = vatios.

Trabajo de rozamiento en pivotes 0 quicios

) Cuando un eje recibe una carga axial Py la transmite a un
apoyo, su extremidad recibe el nombre de pivote o quicio.

i Se presentan distintos tipos y estados de pivotes: a-

! FZ pueden ser nuevos, sin desgaste, radio r constante; b-

< /f/ 4 usados, con desgaste, radio y variable; c- macizos, Unico

radio » y d- con agujero central, radios r;y r,. El radio y en
el caso de pivotes usados, podra variar de 0 a r para

5 L <4l pivotes macizos y de r; a r, para pivotes con agujero
dEE: i central.
i presiones | Para el caso a), considerando la superficie diferencial de la
- - corona de radio y y espesor dy segin muestra la figura
Fig2.13 (Fig.2.13-a) es:
aS=2rydy (2.47)

La fuerza dP que se ejercera sobre ella debido a la presion superficial especifica p es:
dP=p2rydy (2.48)

Integrando la (2.48) para P variando entre 0 y P y el radio y segin lo ya establecidos
precedentemente se tiene:

p= J‘OP dP = I: 27.py.dy (2.49)

La fuerza de rozamiento dR considerando la (2.48) y el coeficiente de rozamiento 4, el cual se
conserva constante, se tendra:

dR = UdP=Uup2rydy (2.50)
o integrando la (2.50):

R = IOP,udP =J‘:,Up27rydy

(2.51)
y el momento dMp, debido a la fuerza de rozamiento dR es:
dMy = y.dR (2.52)
o integrando la (2.52) para R variando entre 0 y R:
M, = IOR ydR = I U p27 ydy 253

Si el pivote es nuevo la presion p se mantiene constante a lo largo del radio, es decir desde 0 a r.
Si el pivote es usado, la presion p varia con el radio y, debiendo conocerse la funcion de
variacion, pero se ha podido comprobar que el desgaste en la superficie de apoyo del pivote es
uniforme para cada longitud del radio considerado. Ademads, este desgaste es proporcional a la
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presion p y a la velocidad tangencial v. Experimentalmente se obtiene que muy
aproximadamente el producto p.v se mantiene constante; es decir:
p.v = constante (2.54)

pero como es v = @y sera p.@.y = constante; como es @ = constante debe ser también p.y =
constante. Aplicando este analisis a los casos «, b, ¢ y d ya mencionados, podemos obtener las
expresiones de la presion p y del momento My debido a la fuerza de rozamiento dR.

1-Caso ac) Pivote nuevo macizo: para este caso y varia desde 0 a r; p = constante.
Integrando la (2.49) y (2.53) para las condiciones mencionadas se obtiene:

P= ZﬂpI;ydy =prxr’

Para la (2.49) (2.55)
Despejando la presion p de la (2.55) se llega finalmente a:
_ P
p= 2
Tr (2.56)
— P, 2w 3
M, = 2ﬂ-p-ﬂf yidy=——Hpr

para la (2.53): 0 3 (2.57)
y reemplazando en la (2.57) p segln la (2.56):

2

M, =—UPr
3 (2.58)

2-Caso bc) Pivote usado macizo: para este caso y varia desde 0 hasta »; ademas segun lo visto
anteriormente es p.y = constante. Integrando la (2.49) y la (2.53) para las condiciones
mencionadas se obtiene:

P=2r pyjordy =2x pyr

Para la (2.49) (2.59)
Despejando la presion p de la (2.59) se obtiene para p la expresion:
_1P
2myr (2.60)
M, =2r ydy =7 r’
Para la (2.53) . pyﬂjoy V7K (2.61)
y reemplazando en la (2.61) el valor de p dado por la (2.60):
> 1
M, =—UuPr
i 2 (2.62)
A r—— 7
o

i Para estos caso de pivote macizo, si se observan las expresiones (2.56) y
}'_'}‘—2' (2.60) se podra notar que la presion en el pivote, a medida que r se
MU i Um acerca a cero, crece hasta valores muy grandes, y para cero se haria
: infinito, lo que puede notarse en el diagrama de presiones de la figura
dﬂm de presiones (Fig.2.13-b); si bien esta ultima situacion no se da ya que las

para pivote con consideraciones hechas son aproximadas, las presiones que se producen
aguero central son muy grandes, motivo por el cual se construyen los pivotes con un
Fig.2.14 agujero central (fig.2.14), como se vera a continuacion, a efectos de
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eliminar las presiones en el centro.

3-Caso ad) Pivote nuevo con agujero central: para este caso es p constante atendiendo que »
no varia al no haber desgaste; ademas se tienen los valores de los radios interno r; y externo r;
del agujero central. Integrando la (2.49) y (2.53) para las condiciones mencionadas:

P=2zp["ydy=pr (i —r)

Para (2.49) (2.63)
Despejando p de la (2.63) en funcion de P:
_ P
z(ry =n?) (2.64)
M, =2 " gy =2 Sy
R = ﬂﬂpf yidy=_mip(r; —r)
Para (2.53) i 3 (2.65)
Reemplazando en la (2.65) el valor de p dado por la (2.64) se obtiene:
2 r-r
MR = /'IP 22 ]2
30 -q (2.66)

4-Caso bd) Pivote usado con agujero central: para este caso es p.y = constante variando y
desde r;, radio interno del agujero central del pivote a r, , radio externo del mismo. Integrando
la (2.49) y (2.53) para estas condiciones:

P =2z py| dy =27 py(r, - 1)

Para la (2.49) (2.67)
Despejando de 1a (2.67) el valor de p se obtiene:
_ P
P00 ) (2.68)
Para (2.53):
M, =I ydR = 27rﬂpyj: ydy =7 @ py(ry —r) 2.69)
Reemplazando en la (2.69) el valor de p dado por la (2.68) se obtiene:
M= Puts+r)
2 (2.70)

La potencia para estos casos vistos se la obtiene multiplicando el momento contra la fuerza de
rozamiento por la velocidad angular con que gira el pivote:

nn
N, =M, 0o=M,—
R *30 2.71)
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Medicién de potencias mediante frenos dinamométricos

Se utilizan para medir la potencia efectiva existente en los ejes de los motores de combustion
interna, de vapor, eléctricos, etc. Los mas usuales son el de Prony, el de Navier y el de Froude o
de Thorneycroft. Los dos primeros son del tipo de absorcién de la potencia del motor para
realizar un trabajo que venza al realizado por la fuerza de rozamiento en tanto que el de Froude
se utiliza la potencia del motor para realizar un trabajo.
Freno de Prony: consta de dos zapatas a y a’ (Fig.2.15) que abrazan al eje cuya potencia se
quiere medir, recubiertas, en la zona de contacto, de material especial para realizar la fuerza
necesaria en la friccidon y para resistir las altas temperaturas y esfuerzos mecanicos a que son
sometidas. Las dos zapatas estan unidas por dos pernos roscados que cuentan con tuercas para
ajustarlas al eje y regular la presion que
1 ] ejercen sobre el mismo. Cuando el eje gira
i segin el sentido que indica la figura
E \ (Fig.2.15) con una velocidad angular @, el
= brazo E tiende a tocar el tope C, por lo
cual es necesario colocar el peso P para
dejarlo en equilibrio entre los topes C'y D.
t! En estas condiciones el trabajo del motor
se consume por el rozamiento en el freno,
T y debido al equilibrio puede determinarse
Fig.2.15 F la fuerza de roce con ayuda del peso P.
Llamando R a la fuerza de rozamiento que
se produce sobre la zapata al girar el eje y arrastrarla, y tomando momentos con respecto al
centro O, resulta:

R-PI=0 (2.72)
De donde se puede obtener R:
Pl
R=—
r (2.73)
y el momento de rozamiento M es:
Pl
M,=Rr=—r=PlI
r (2.74)

La potencia efectiva Ny para la velocidad angular @ es:

N, =M, w=Rr " =200
30 60 (2.75)

estando Np en Watts para P en Newton, / en metros y # en rpm. Si estuviera P dado en kg
fuerza, / en metros y » en rpm, la expresion (2.75) dividida por 75 CV/kgm resulta en CV:

_27nPl
75.60 (2.76)

R
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Freno de Navier: ¢l eje del motor estd rodeado por una cinta que ejerce, debido al rozamiento,
una fuerza que se opone al giro del eje (Fig.2.16). En un extremo de la cinta se coloca un
dinamoémetro el cual estd sujeto al piso, colocandose en el otro extremo un peso tensor Q. En el
dinamoémetro se lee la fuerza de traccion P que se ejerce en un
extremo del cable, debido al peso QO y fuerza de rozamiento R
ejercida por el eje sobre la cinta. Para el sentido de rotacion de la
figura, el tramo de mayor tension es el de la derecha, pues ademas
de soportar el esfuerzo Q de frenado, recibe también la fuerza que
hace el tambor para arrastrar la cinta en su rotacion, resultando por
lo tanto con menor tension el tramo de la izquierda.

cinta  Por lo tanto, la diferencia de los esfuerzos en la cinta valdra,
tomando momento respecto al centro O del ¢je:

E

P

@Mmémeuu

0 Qr=Rr+Pr 2.77)

Simplificando » y haciendo pasajes de términos se obtiene:

O=R+P= R=Q-P (2.78)
Fig.2.16 y el momento de rozamiento sera:
Mr=Rr=(Q-P).r (2.79)
y la potencia sera:
2z n
Ny =M= (Q-P)r 60 (2.80)

en Watts para My en Joule, Q y P en Newton y # en rpm.

Freno de Froude o Thorneycroft:

La polea I, que esta sobre el eje motor O, y del cual se desea medir la potencia, gira a n
rpm arrastrando mediante una correa al mecanismo formado por un sistema de poleas I,
II y IV que giran sobre ejes O,, O3 y O4 respectivamente, estando los dos ultimos
sobre un bastidor, segin muestra la figura (Fig.2.17), transmitiéndole un movimiento de

-\

T1:'
rotacion en el sentido antihorario.
Debido a ello se producen los esfuerzos S; y S> en la rama superior e inferior de la
correa respectivamente, siendo:

Fig.2.17

S;> 5,
(2.81)
ya que el tramo superior, que envuelve a la polea II se encuentra traccionado y el tramo
inferior, que envuelve a la polea IV, estd comprimido, debido al sentido de las fuerzas
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de rozamiento en cada uno de ellos. Como resultado de los esfuerzos en la correa se
produce una resultante 2S; aplicada en O; y una resultante 25, en O,. El bastidor tiende
a girar alrededor de “OOpero es equilibrado por un momento M que se produce por el
peso P de un sistema de pesas que se encuentra en el extremo de la palanca E.

Si la distancia entre los centros I y IIl y IIl y IV es la misma e igual a a, tomando
momentos respecto de O se tiene:

2S;.a-28na-Pl=0 (2.82)
Operando en la (2.82)
S -S,= Pl
2.a (2.83)

En la polea I, tomando momento respecto a Oy se tiene:

S.r=Rr+ S,r (2.84)

de la cual se obtiene:
R=S,-5, (2.85)

Por lo tanto, el momento de rotacion debido a la fuerza de rozamiento R valdra:

Mp=(S;-8;).r (2.86)
y de la (2.83) y (2.86) se obtiene:
M, = p—'lr
2.a (2.87)

y la potencia efectiva para las n rpm es:

ijr2ﬂn Plron
N=Mpw=2a 60 = a 60 (2.88)

Frenos de zapata

Estan constituidos por una o mas zapatas o mordazas de material especial para la friccion,
que se comprimen, mediante el momento generado por la accion de una palanca, contra la
superficie del tambor del freno, el cual estd girando a una velocidad angular®, produciendo
la accién de frenado por el rozamiento existente entre las superficies del tambor y de la
zapata. La articulacion de la palanca de accionamiento se encuentra unida a una parte fija o
bancada de la maquina. Conociendo la potencia /N se conoce el momento de rotacién M :
m=r
N=Maow = w (2.89)

La fuerza tangencial 7, debido al rozamiento, sobre la zapata valdra:
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r=M N
r =0r (2.90)
la fuerza de rozamiento R sobre el tambor, debido a la fuerza normal P, es:
R=upP (2.91)
Siendo ademas el momento M respecto de O:
M=Tr=Rr (2.92)
M
resultando: R=uP=T= r (2.93)

Se pueden presentar los siguientes casos:

Primer caso: El punto 4 de apoyo de la palanca esta por debajo de la recta de accion de la
fuerza de rozamiento 7 sobre la zapata
(Fig.2.18).

Para determinar la fuerza K que se debe

realizar sobre la palanca para producir el

frenado, se toman los momentos de las fuerzas
K+ actuantes respecto de 4:

1 Kl - Pb + Ta = 0
(2.94)

. - KI = Pb - Ta

Reemplazando T por £ P segln la (2.93) en la (2.95) se obtiene:

Kl=Pbu (1 - a)
Kl=Pb-pPa = H b (2.96)
Y despejando K de la (2.96):
K= P.b.,u(l _a]
I \u b (2.97)
Por 1a (2.90) y (2.92) 1a (2.97) se puede escribir:
K= Nb[l _ a]
Si se invierte el sentido de rotacidn se obtiene:
K= Nb(l 4 “J
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Segundo caso: El punto 4 de apoyo de la palanca esta por encima de la recta de accion de la
fuerza de rozamiento 7T sobre la zapata (Fig.2.19). Tomando momentos respecto de 4 de las
fuerzas actuantes se obtiene:

Kl-Pb-Ta=0 (2.100)
Reemplazando la fuerza 7T por su igual R = (£ P, en la (2.100) y operando se obtiene:

| K:P.b.,u(l_’_a}
i I \u b (2.101)

y por la (2.90) y la (2.92) la (2.101) se puede
escribir:
K+
K = l (1 + aJ
N ro\p b (2.102)
1 , Invirtiendo el sentido de rotacion se obtiene:
Fig2.19
K= N(l ) j

ro\u b (2.103)

Tercer caso: el punto 4 de apoyo de la palanca estd en la recta de accion de la fuerza de
rozamiento sobre la zapata T (Fig.2.20).

Para este caso es a = 0, por lo tanto, el momento de la fuerza T es nulo, por lo tanto, los
momentos de K y P deben equilibrarse mutuamente, resultando:

! KI-Pb=0 (2.104)

Despejando de la (2.104) la fuerza K se
obtiene:

Ky K:Lb:ZQ
. I ul (2.105)

y por la (2.90) y (2.92) se puede escribir:

k=N1b
r.o u.l (2.106)

Este valor de K es para cualquier sentido de rotacion del tambor.

Rozamiento de segunda especie

Cuando rueda un cuerpo cilindrico sin deslizamiento sobre una superficie plana horizontal
(Fig.2.21), surge una resistencia debido a la compresibilidad de las superficies de contacto y a la
deformacion entre el cuerpo y el apoyo. Esta resistencia se llama rozamiento de segunda especie
o de rodadura. Sus leyes se establecen de acuerdo con las experiencias realizadas por Coulomb.
Debido a la deformacién entre las superficies en contacto las dos fuerzas
paralelas Py F producen una reaccion que vale:

R =P+F (2.107)
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La cual esta aplicada a la distancia f de la recta de accion del peso P y en el centro de la
superficie deformada. Para determinar F consideraremos el equilibrio de momentos con
respecto al centro O del cuerpo cilindrico:

Rf-Fr=0 (2.108)

Reemplazando el valor de R’ dado por la (2.103):

Fr=R'f={P+F).f (2.109)
Despejando de la (2.105) f:
f= Fr _ Fr
R'  P+F (2.110)
o también:
A
F=R.Tr (2.111)

El rozamiento de rodadura esta regido por las siguientes leyes:
Primera ley: la fuerza F con que se vence la resistencia de rozamiento es proporcional a la

reaccion R’, o sea, a la carga soportada por la superficie:

FoR’ 2.112)

Segunda ley: la fuerza F varia con el valor de f, el cual depende de la deformacion producida, o
sea de la naturaleza de las superficies.

La magnitud f se denomina coeficiente de rozamiento de segunda especie o de rodadura. Sus
valores, obtenidos de acuerdo con la experiencia se encuentran tabulados. El valor de f esta en
centimetros y es un brazo de palanca.

Si se considera el movimiento del cilindro por la accion de una fuerza F horizontal (Fig.2.22), el
_y, mismo se produce debido a la reaccion:

R=-F (2.113)

llamada adherencia o rozamiento de primera especie, la cual,
conjuntamente con F, forma un par motor, el cual equilibra el par
E=uF ¢ |r resistente P.f. Por lo tanto, la ecuacion de equilibrio de los momentos

P de las fuerzas Py F con respecto al punto m es:
Fig.2.22
Pf - Fa = 0

(2.114)
De la (2.114) se obtiene:

P

F=—f
a (2.115)

La (2.110) cumple también con las leyes enunciadas. Se debe establecer ademas una
condicion adicional para que se produzca rodadura y no deslizamiento. En efecto, si se
tiene en cuenta el rozamiento de primera especie, la fuerza debida a éste es:
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R = 7] P
(2.116)
Si al ejercer la fuerza F, ésta es mayor que la del rozamiento de primera especie, es
decir:

F > UP
(2.117)
el cilindro deslizara sin rodar. Para que ruede sin deslizar debera ser :
F < UP
(2.118)
puesto que por la (2.115) yla (2.118) es:
pl
F = a< UP
(2.119)
de donde se obtienen las siguientes relaciones:
S/ S
a) a< u b) [ < pa ) H<oa
(2.120)

Generalmente es /<< 4, caso de los rodamientos de bolas o rodillos, utilizados cuando
se quiere disminuir el rozamiento, o mejor dicho, la fuerza resistente debida a éste.

Transporte sobre rodillos

Para el desplazamiento de cuerpos pesados, el esfuerzo a ejercer al sustituir un
rozamiento de primera especie por otro de segunda especie, es mucho menor. Si se
considera una viga de peso P que se quiere transportar sobre un rodillo de peso G
(Fig.2.23), siendo /' el coeficiente de rozamiento por rodadura entre la viga y el rodillo
y f el existente entre el rodillo y el piso, tomando momentos de las fuerzas actuantes
respecto al punto x se tendra:

M, = Fa = Rf + R'f '
£ P
S i~ (2.121)
Siendo:
R’ = P + G
(2.122)
Y
R" = P
Fig.2.23 (2.123)

Remplazando en la (2.121) los valores de R’ y R" dados por las (2.122) y (2.123)
respectivamente se tendra:

Fa = ( P + G ) + Pf '

(2.124)
Despejando F' de la (2.124):
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F:(P+G).f+P.f'
a

(2.125)

Sienla(2.125)es G << P, f~f"ya =2rla(2.125) se convierte en:

F:2P.f:Lf
2r r

(2.126)
Siendo el momento M, para este caso:

M, = Fr (2.127)
(2.127)

2 n
w=——
La potencia necesaria para producir el rodamiento, para N = M,.® siendo 60
y n(rpm) es:
mn
Pf—
N = Fr.o = J 30
(2.128)

El momento debido al rozamiento de segunda especie, de acuerdo a la (2.128) resulta:

MR = Pf
(2.129)

Si se utilizaran mas de un rodillo (Fig.2.24), y se considera que el peso P de la viga se
distribuye de igual forma sobre cada uno de ellos si son z rodillos tendremos sobre
cada uno de ellos un peso P/z; ademas, si
cada uno de los rodillos pesa G, la fuerza

, W W
que ejerce cada rodillo sobre el piso es P/z
+ G; si la fuerza F se aplica sobre la viga a G G

la distancia a, la sumatoria de los %?K %;L
momentos, segin la (2.124) es G+Pin G+Pin Pin G+P.l'n
Fig.2.24

Pf'+Pf’+...+[P+ij+[P+ij+---+(p+ij—F.a=0

z

(2.130)

De la (2.130) se obtiene:
P.f"+(P+:zG).f

a

F =
(2.131)
Algunos de los valores medios de f'son:

- Fundicion, acero sobre acero: '~ 0,05 cm.
- Bolas o rodillos de acero templado sobre anillos de acero del mismo material
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(cojinetes de rodamientos): /= 0,005 a 0,001 cm.

Trabajo absorbido por el rozamiento

Debido a la fuerza resistente producida por el rozamiento de primera especie se produce
un trabajo dado por la siguiente expresion, teniendo en cuenta que es R la fuerza

resistente, dS el camino recorrido por el cuerpo y « el dngulo queda la direccion de R
(Fig.2.25):

aw = R.dS.cosa
-~ (2.132)
-

Si ademas el movimiento tiene lugar con una velocidad v, la
potencia Nz empleada en un tiempo df es:

Fig.2.25 aw,
= N,=—"2?2 :Rﬁcosa:R.v.cosa
dt dt

(2.133)

Siendo R.cosa la proyeccion de la fuerza resistente en la direccion del desplazamiento y
v la velocidad instantanea del movil.
Por otra parte, si es P la resultante de las fuerzas normales al plano de deslizamiento,
sera :

R cosa = 7] P
(2.134)

y por lo tanto la (2.132) por la (2.134) resulta:

dWR = H P das
(2.135)
yla (2.133):
Nr = H P v
(2.136)

El momento resistente para el rozamiento de segunda especie y la potencia consumida,

segun la (2.129) y (2.128) siendo w la velocidad angular con que rueda el cuerpo, seran
zn 2z n

respectivamente Mi = P.f ' y Ng = Mr @ = Mr 30 para w= 60 .

Esfuerzos en 6rganos flexibles con rozamiento

Al enrollar un 6rgano flexible (cable, cadena, cuerda o cinta) en una polea o tambor, se
produce una deformacion en el elemento de traccion, lo cual motiva una resistencia, que
se conoce con el nombre de rigidez de la cuerda.

Sea por ejemplo un cable que se enrolla en una polea fija (Fig.2.26).

Si se designa con P el esfuerzo motor y P; el esfuerzo en el tramo que

soporta la carga, o sea aquel que se mueve hacia la polea, se

comprueba que el cable sufre una deformacion debida al rozamiento Py P
entre los elementos o fibras del cable que producen una resistencia a Fig.2.26

la curvatura. Se supone que la amplitud de la deformacion es igual a &

TECNOLOGIA MECANICA



42

y ademds que existe un rozamiento entre el eje y cojinete de la polea. Analizando los
esfuerzos que se producen, se observa:

a) Rozamiento entre eje v cojinete: la fuerza R debida al rozamiento es igual a P, ,
resultante de Py P;, por el coeficiente de rozamiento L:

R = ,U].Pr
(2.137)

De la figura (Fig.2.26), para y = 180°
por el teorema del coseno se tiene:

P.=./P* + B —2P.F, cosy
(2.138)

Si se considera P; ~ P la (2.138) puede
escribirse:

P.=.[2P} —2P*cosy

(2.139)
Fig.2.27 Operando en la (2.139) se obtiene:
P =\2R(I=cosy) (2140

v
Por ser 1- cosy =2 sen’ 2 1a (2.140) se transforma en:

P :\/213]2.25en” :\/4Pfsen”
2 2
(2.141)

Extrayendo la raiz cuadrada de la (2.141) se obtiene:

N R

P, = 2P; sen
(2.142)

Por lo que el momento de rozamiento M,,, entre e€je y cojinete sera:

2P%sen” u, r
M’oz = Pr. ,UI. r' = 1 2 1
(2.143)

180 _,
Sies y=180° serd sen 2 y por lo tanto es:
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M., = 2Pyr'
(2.144)

b) Deformacion (&) de la cuerda: debido al rozamiento interno de los elementos que
componen la cuerda, ésta presenta resistencia a amoldarse o cambiar su situacion,
deforméandose de tal manera que la misma influye en los esfuerzos para vencer el peso a
levantar.

Analizando la figura (Fig.2.27), en la cual el angulo que forman lo dos extremos de la
cuerda es y = 180° las fuerzas que actlian y sus momentos con respecto al eje O,
tomando la sumatoria de estos ultimos se tiene:

P(r-&)="P°P (r+ &)+ 2P
(2.145)

Despejando en la (2.145) P :

P=r r+&+2ur
r —
(2.146)
La expresion :
r+&+2ur
r=¢
(2.147)
; se la denomina coeficiente de pérdida de la polea y
Fig.2.28 se la designa como & siendo mayor que la unidad. o
sea:
_r+&+2ur
! r—¢ > (2.148)
y su reciproco es el rendimiento 77y de la polea, menor que la unidad:
n, = 1
rT
& < 1

(2.149)
Los valores de & se han establecido experimentalmente existiendo formulas empiricas
para los distintos drganos de traccion. Para los cables y cadenas se adoptan valores de &

= 1,04 a 1,06, resultando rendimientos 75, =0,96 a 0,94.

Resistencia al deslizamiento de una lamina sobre un tambor. Teorema de Prony

Cuando un organo de traccion (cable, cinta o correa) perfectamente flexible abraza una
polea o un tambor o cilindro en movimiento, como indica la figura (Fig.2.29), se
constata una diferencia entre los esfuerzos S; en el ramal conductor y S, en el conducido
debido a que se produce una resistencia al deslizamiento por el rozamiento entre el
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organo de traccion (correa) y las poleas. La polea motora tracciona la correa y ésta a su
vez hace girar la polea conducida.
La fuerza de traccion que ejerce la polea conductora I sobre la correa debido al
rozamiento existente entre ambos, hace que esta tltima tienda a alargarse. El rozamiento
31 que se produce entre la polea
conducida II y la correa, al
arrastrar ésta a la primera,
tiende a frenar el movimiento y
------- f——— f— traccionar hacia atrds la correa.
Por esto el tramo superior estd
extendido y el inferior tiende a
comprimirse debido al
rozamiento, motivo por el cual
. existe una fuerza que empuja la
Fig.2.29 correa desde la conductora I a la
conducida II, y también por el rozamiento existe una fuerza que la conducida ejerce
sobre la correa empujandola hacia la conductora, verificindose que S; > S, estando el
ramal superior (conductor) extendido y tirante, y el inferior o conducido.
Considerando una correa que envuelve una
polea de radio » con un cierto angulo « ,
llamado dngulo de contacto, y un diferencial
de éangulo da al cual corresponde una
longitud diferencial de arco de correa r.da y
sobre la cual actua una fuerza normal dN
produciendo una fuerza de rozamiento (dN
en la direccion tangencial. Si el tramo
conductor es ¢l de la derecha, los esfuerzos
en los extremos de la longitud del diferencial
de correa r.da serdn Sy S + dS, normales a
las secciones de la misma y que forman un

da

angulo 2 con la tangente a la polea.

En un momento determinado, considerando
que la correa no desliza sobre la polea y la
velocidad de rotacion n se mantiene
constante, las cuatro fuerzas mencionadas se
encontraran en equilibrio.

Considerando un sistema de ejes formado por la tangente (H) a la polea y la
perpendicular (V) a la misma que pasa por el centro del arco r.da y haciendo la
sumatoria de las proyecciones de las fuerzas actuantes sobre este sistema de ejes, se
obtiene:

I conductora 52 S =
II conducida

Fig.2.30

da da
H = (S + dS). cos 2 = pdN + S.cos 2

(2.150)

Operando, de la (2.150) se obtiene:
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da

dS.cosT = AN
(2.151)

da da

Si se consideraquees 2 =0=cos 2 =1.Luegola(2.151) se puede escribir:

N =%
U
(2.152)
da da
2 V= (S + dS).sen 2 + S.sen 2 = dN
(2.153)
Operando, de la (2.153) se obtiene:
da da
2S.sen 2 + dS.sen 2 = dN
(2.154)
da
Por ser muy pequeiio 2 , el seno del angulo se puede suponer igual al dngulo en
da  da da
radianes: sen 2 = 2 ; ademds, por ser diferencial de segundo orden es dS.sen 2 =
da da da

0. Reemplazando sen 2 por 2 vy haciendo dS.sen 2 igual a cero en la (2.154) se
obtiene:

Sda = dN
(2.155)
Dela (2.152) y (2.155) resulta:

& Sda

u
(2.156)
Operando en la (2.156) obtenemos:

ds

— = uda

S H

(2.157)

Integrando la (2.157) entre S; y S el primer miembro y el segundo entre & y 0:

sdS _ e = ya
sz?_JAo pda — S, H

(2.158)
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Aplicando el antilogaritmo a la (2.158) se tiene la expresion:

S 2 e
S,
(2.159)
o también:
S, =8,e"”
(2.160)

La (2.159) y (2.160) son las expresiones del Teorema de Prony, valido también para una
seccion de la correa no circular en la que el dngulo total de contacto sea @ y el
coeficiente de rozamiento entre correa y polea sea 4. Esta conclusion se obtiene del
hecho de que el radio del tambor no interviene en las ecuaciones de equilibrio. S; > S

pues e““ > 1 pueses u>0y a>0.

La fuerza tangencial que debe transmitirse por rozamiento no debe ser mayor que la
diferencia de esfuerzos S; - S, para impedir que la correa resbale sobre la polea.

Por lo tanto la fuerza tangencial 7 a transmitir por la correa debe ser:

T = S] - Sg
(2.161)

Reemplazando en la (2.161) S; y S, por sus valores obtenidos de la (2.159) en funcion
de yyde a:

(2.162)

o también, en funcidon de S5:
T=S,e"" -8, =S, (e 1)
(2.163)
Conociendo T a partir de la potencia del motor, como los valores de /'y de « estan

tabulados en manuales especializados, se pueden obtener S; y S» despejandolos de la
(2.162) y de la (2.163) respectivamente.
_ Te" T
Sl = ua Ua
a) e —1 y b) e’ —1

(164)

Si se enrolla un niimero n de vueltas una cuerda en un tambor, el &ngulo « resulta ser
2 n radianes. Cuando la velocidad de giro se hace grande, la correa tiende a separarse
de la llanta, por lo que la ecuacién de Prony lleva consigo un cierto error para
velocidades muy altas.

Frenos de cintas

Se produce el frenado de un tambor o polea que esta girando mediante una cinta de alta
resistencia construida de un material especial para obtener un alto coeficiente de roce, la
cual envuelve al tambor en movimiento, estando sujeta en ambos lados a una palanca la
cual al ser accionada aplicando una fuerza en su extremo, comprime la cinta contra el
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tambor frenandolo. Se pueden distinguir tres tipos de frenos de cinta: simple, diferencial
y totalizador.

a) Freno simple (pivote en la recta de accion de S; 0 S>)

CAS0 II

I >
‘J? ¥
Fig.2.31

En este tipo, un extremo e la cinta esta sujeto al punto fijo de giro "A" de la palanca
(Fig.231). De acuerdo al sentido de rotacion se obtendra a la derecha o a la izquierda el
tramo de mayor traccion S;. Para el caso I es el de la derecha ya que se suma el esfuerzo
de frenado mas el arrastre del tambor, en tanto que el S, se descarga por este

arrastre. En el caso II sucede a la inversa. El tambor se comporta en forma anéloga a la
polea motriz del punto anterior. La fuerza K necesaria para el frenado se determina en la
forma siguiente: se toman momentos respecto de A:

K= S,.a
Caso I Kl=58a = /
(2.165)

K= S,.a
Caso 1II: Kil=S;a = /
(2.166)

Reemplazando en la (2.165) y en la (2.166) S, y S; por los valores dados por la (2.164b)
y la (2.164a) respectivamente se obtienen:

gk=ta 1
Ua
(2.167) Pl
y
g=Ta "
Ha
(2.168) el

La (2.167) y la (2.168) nos dan la fuerza de frenado en funcion del esfuerzo tangencial,
angulo « al centro de enrollamiento y coeficiente de rozamiento L.

b) Freno diferencial (con pivote entre S; y S>)
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CA%0II

If < S

1K ) 5%
ig.2.32

La distribucion y el sentido de los momentos (Fig.2.32) hace que la fuerza de frenado

sea menor que la correspondiente al simple.

Para ambos sentidos de rotacion, (casos I y II), tomando momentos respecto al punto 4
se obtiene:

Caso I : K.l + 8.b = S;.a
(2.169)

Despejando de 1a (2.169) K:

_S,b-S,a
[

K

(2.170)
Y reemplazando en la (2.170) S; y S por sus valores dados por la (2.164a) y la (2.164b)
respectivamente, en funcion de 7, i/ y « se obtiene:

K= T b-ae"
[ e"" -1

(2.171)
Caso 11 : Kl + S;.b = Sa
(2.172)
Despejando K de la (2.172):

X = S,.b-S,.a

)

(2.173)
Y reemplazando en la (2.173) S; y S por sus valores dados por la (2.164a) y (2.164b)
respectivamente, en funcion de 7, i/ y « se obtiene:

(2.174)

Por ser por construccion a < b las fuerzas de frenado para ambos casos es diferente,
siendo por lo tanto:
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Zb—a.e”“ T be"* —a
[ e** -1 <l e** -1
(2.175)

¢)Freno totalizador (pivotes fuera de S; y S>)

+K +KE
Fig.2.33

Para este caso el momento aplicado es mayor, por lo que la fuerza de frenado es mayor
que en los otros casos.

Para ambos sentidos de rotacion, (casos I y II), tomando momentos respecto al punto 4
se obtiene:

Caso I : Kl + 8.b+ Sra=0
(2.176)

Despejando K de la (2.176) se obtiene :

_S,.a+8,b
l

K

(2.177)
Y reemplazando en la (2.177) S; y S por sus valores dados por la (2.164a) y (2.164b)
respectivamente, en funcion de 7, i/ y « se obtiene:

K= T ae" +b
[ e"" -1

(2.178)
Caso 1I : -K.I+ 81.b + Sa =0
(2.179)
Despejando K de la (2.179) se obtiene:

_S§,.b+S,.a

)

(2.180)

Y reemplazando en la (2.180) S; y S por sus valores dados por la (2.164a) y (2.164b)
respectivamente, en funcion de 7, i/ y « se obtiene:
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(2.181)

Plano inclinado considerando el rozamiento

Analizando la figura 2.5 vista anteriormente, y considerando un plano inclinado un
anguloa sobre la horizontal y sobre éste un sélido sobre el que actia solo su peso P, el
mismo es solicitado hacia abajo por la fuerza componente paralela al plano inclinado T’
= P sena, dada por la expresion (2.12); la fuerza de rozamiento que se opone a la caida
del mismoes R = U N = 4 P cosa , dada por la expresion (2.13), siendo (/=tg ¢ el
coeficiente de rozamiento y ¢ el angulo de rozamiento.

En el equilibrio es:

tga = 1gp
(2.182)
Si es a > es: ga > igo
(2.183)
y el cuerpo caerd hacia abajo pues es:
T > R

(2.184)

Suponemos ahora aplicada una fuerza F sobre el centro de gravedad G formando un
angulo S con la paralela al plano inclinado. Se pueden presentar los siguientes casos
segun sea el valor del angulo /£

1- Fuerza F';gnecesaria para impedir que el cuerpo caiga (Fig.2.34).

La resistencia que opone la fuerza de rozamiento R est4 orientada hacia arriba y su valor
es:

R = UN
(2.185)
Ademas es:
N=Pcosa - Fip senf3
(2.186)

siendo F';psenf la componente vertical de 4.

Dela (2.185) y (2.186) resulta:

R =y Pcosa -u Fip senfs
Fig.2.34 (2.187)

Ademas, la componente horizontal de la /4 es:
F],BH :Flﬁ COSﬂ (2188)
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Si el cuerpo esta en equilibrio debe ser:
2H= R + F],BH :O
(2.189)

Reemplazando en la (2.189) los valores de R y F;gy dados por las (2.187) y (2.188)
respectivamente, se tendra:

Fipg  cosp +(u Pcosa -y Fip senf) - Psena = 0
(2.190)

De la (2.190) se puede despejar Fp:

sena — [ cosa
—p H

£

a cosff—sen 3
(2.191)
El coeficiente de rozamiento es:
sen
p=tgp="""
cosp

(2.192)

Reemplazando en la (2.191) el valor de  en funcién del seno y coseno dada por la
(2.192), y operando se obtiene:

_p sen(a—@)

v cos(fB—-¢)
(2.193)

Se pueden presentar distintos casos particulares:

a) Si es = -a, la fuerza es horizontal, paralela a la base del plano inclinado, resultando
por lo tanto la (2.193), luego de reemplazar en ella £ por -

_ _sen(a—¢@) _ _sen(a—@) _ B
g =P cos(—a+p) =F cos(a—p) =Prela-e)
(2.194)

b) Sies =0, la fuerza es paralela al plano inclinado, resultando:

F, = Psen(a—go)
cosQ
(2.195)

c¢) La fuerza minima para impedir la caida del cuerpo se obtienen de derivar la (2.193)
respecto del angulo f e igualando a cero ésta derivada:
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dF, _ d(P sen(a—@) J _ P[—sen(ﬂﬂp).sen(a—(p) _o
dp cos(fB+ @) [cos(ﬂ +(p]2
(2.196)
para ello debe ser nulo el numerador de la funcion derivada. Por lo tanto, como « -¢ #
0, sera:

P+ @ =0= p=-¢p, resultando por lo tanto:

F],B min :P-Sen(a—(ﬂ)
(2.197)

2- Fuerza Fpnecesaria para efectuar el deslizamiento del cuerpo hacia arriba.

La fuerza R de rozamiento estard orientada hacia abajo, ya que
trata de oponerse al avance del cuerpo, siendo su valor:

R = H(Pcosa - Fp  sen  p)
(2.198)

En el equilibrio se tendra:
2H = Fp .cospp -UP cosa + UFp .senf -P sena = 0
(2.199)

Sacando factor comin F,5 de la (2.198) se obtiene:
Fop (cosp + W senf ) - P(sena + U cosa ) = 0

(2.200)
Despejando F>gde la (2.200):

_ psena +cosa

F,, =
cos S+ lsen
(2.201)
sen
| . we=
Reemplazando 4/ por su expresion en funcion del angulo de rozamiento COSP en
la (2.201) resulta:
+
F, =P sen(a + @)
cos(f-)

(2.202)

Segun sea el valor que adopte S se pueden presentar los siguientes casos particulares:

a) Sies B =-a es I horizontal, paralela a la base del plano inclinado, por lo que la
(2.202) resulta:

_p sen(a+¢) _ Pta(a +p)
cos(—a—@)

F,,

(2.203)

b) Sies =0, es F,5 paralela al plano inclinado, resultando la (2.202):
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F sen(a +@)

2ﬁ:P

cos @
(2.204)

c) La fuerza F,; minima para elevar el cuerpo hacia arriba se la obtiene igualando a
cero la derivada respecto de £ de la (2.202):

dF :a’{Psen(oﬁ(p)}_Psen(ﬂ—(p)sen(a+(p) —0

dap  dp| cos(f-p)| [cos(B-p)]
(2.205)

Para que sea cero la expresion debe ser cero el numerador:

sen(f - @).sen(a + )] = 0
(2.206)

Comoes a+ ¢ =0 debeser f-p=0 = [ = ¢ reemplazando en la (2.202) S por ¢
se obtiene:

Fop = P.sen(a + ®)
(2.207)

3- Si ahora se considera que el cuerpo no desciende por su

propio peso, o sea que resulta para este caso que es @ <@,y
por lo tanto es R > T (Fig.2.36) y se opone al descenso del
mismo, se tiene:

R=UN=L(P.cosx - Fspsenp)
(2.208)

En el equilibrio se tendra:

2H= P.senca +Fsgcosf- L (P.cosa - Fsg.senf3) = 0 (2.209)
Despejando de la (2.209) F35 y reemplazando y por tgp =

sen @

COSP ge obtiene:

Fo= ,ueosa—sena_Psen(qo—a)
W cos f + Usen B cos(f— o)

(2.210)
Se pueden presentar los siguientes casos particulares, seglin sea el valor de f:

a) Sies B =a, la fuerza F34 serd paralela a la base del plano inclinado, resultando de la
(2.210):
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= Pw = Ptg(gp—a)
cos(a— )

F

(2.211)
b) Si es F3g paralela al plano inclinado es £ =0, por lo tanto de la (2.210) se obtiene:

r sen(¢— )

3,B:P

cos @
(2.212)

c) La fuerza necesaria F33 minima para hacer descender el cuerpo se la obtiene de
igualar a cero la derivada con respecto a £ la (2.210):

dFyy _ d [, sen(p-a)|_ ,sen(f-p)sen(p-a) _
cos(f— )

g~ dp [cos(5- )]

(2.213)

Para que la expresion (2.213) sea cero debe ser cero el numerador. Ademas, como es ¢ -
a#0,debeser f- p=0,0sea, = ¢, porloque resultala (2.210):

F,, = Pw = P.sen(¢p— )

cos(¢— )

(2.214)

Tornillo de movimiento

Es un mecanismo utilizado en muchos aparatos elevadores y transportadores
(Fig.2.37a), constituido por un perno roscado que gira dentro de una tuerca y eleva o
hace descender una carga utilizando el principio del plano inclinado. Se puede distinguir
el paso 4, el anguloa de inclinacion de la hélice y el radio medio 7, de la misma.
Suponiendo que sea Q a la carga que se encuentra aplicada en la direccion del eje del
tornillo y sobre el extremo del mismo y la cual se desea elevar, y P el esfuerzo que se
ejerce en el extremo de una palanca a una distancia a del eje del tornillo para hacerlo
girar y elevar la carga.

Se puede considerar que los filetes del tornillo corresponden a un plano inclinado un
angulo « sobre el cual se empuja la carga O, que se encuentra a una distancia r,, del eje
del tornillo, con una fuerza F) para que ascienda por el plano (Fig2.37b),
correspondiendo al caso particular 2a de plano inclinado visto anteriormente; si es 7, el
radio medio de la hélice (semisuma de los radios del filete ; y del cuerpo del vastago
roscado 7,), respecto del eje del tornillo se ejercerd un momento Fj.7y,.

Suponiendo el collar del asiento en el extremo del tornillo sin rozamiento, el momento
M,, = P.a que se realiza con la fuerza P y la palanca a sobre el eje del tornillo debe ser
igual al momento M,, = F}.r,, de la fuerza F, con un brazo de palanca 7,,:

Mm = P.a = Fh-rm
(2.215)

El valor de F, en funcién de la carga O, segln la (2.203), es:
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Fy = O.1g(a + ?
(2.216)

Por lo tanto, la (2.215) resulta, reemplazando el valor de F}, por su valor dada por la
(2.216):

M, = Fur, = O.rptg(a + )]
(2.217)

N A—
=14
E E |

N, =
g i mmrﬁrz
=5 s

=Py

(‘:) Fig.2.37

Que es el momento necesario para ascender la carga.
Para bajar la carga, el momento necesario esta dado por la (2.211) del caso 3a del plano
inclinado:

Mn = Q Tm.1g (¢ - a)
(2.218)

Si no existiera el rozamiento seria ¢ = 0, resultando la (2.217):

My = O.rmtga
(2.219)
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Por lo tanto el rendimiento considerando el rozamiento se lo puede obtener del cociente
entre la (2.219) y 1la (2.217):

_M, _ tga
"M, tgate)
(2.220)
Por ser, segtin desarrollo trigonométrico:
tga+t
tg(a + ¢) = M
I-tga.tge

(2.221)

Reemplazando en la (2.217) la expresion tg(a + @) dada por la (2.221), se obtiene:

F = tgat+tgo
I-tga.tge

h

(2.222)

Pero de la figura (Fig.2.37b) resulta:

tga =
s 2rr,

(2.223)

Como ademads, por la (2.15) es tgp = W, reemplazando en la (2.222) estas dos
expresiones de tga y g, sera:

h
+
F =0 2rr, H _ h+ulrr,
! 1 2zr, —hu
- H
2rr,

(2.224)
La expresion (2.224) da la fuerza necesaria para elevar la carga Q.

En la ecuacion (2.218), que da la fuerza F}, necesaria para bajar la carga Q, el factor tg(¢
- ) puede reemplazarse por la expresion trigonométrica:

tgp—tga

t — =
ely-a) l+tga.tge

(2.225)

Por lo que se obtiene finalmente, reemplazando ademas zga dada por la (2.223) y y
dada por la (2.15), la siguiente expresion:
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h
Fo= tgp—tga _ H 2zr, _ 2mr,U—h
" l+tga.tge 1+ 2y, +hi
2rr,

m

U
(2.226)

La (2.224) y la (2.226) relacionan los esfuerzos horizontales F, con la carga Q que se
debe elevar y las dimensiones 7, del tornillo.

El esfuerzo P a ejercer con la palanca a para subir la carga Q se obtiene de la (2.215),
reemplazando F}, por el valor dado por la (2.224):

M =Pa= h+u2rr, :
2rr, —hu
(2.227)
Despejando P de la (2.227) se obtiene:
p=p'm h+u2rr,
a 2rxr,—hu

(2.228)

Para bajar la carga, utilizando en la (2.215) el valor de Fj dado por la (2.226), se
obtiene:

M, =Pa= p2mr, b v,
2rr, +hu
(2.229)
Despejando P de la (2.229) se obtiene:
p=pln U2y, —h
a 2rr,—hu

(2.230)

Si en la (2.229) es M,, < 0 la carga desciende por si sola; es el caso donde es a > ¢,
siendo tornillos de pasos 4 grandes o de material de muy bajo coeficiente de friccion.
Sies M, >0 el tornillo se dice que es autoasegurante o autoblocante, ya que la carga
0 no baja por si misma, siendo & > @ pues es en la (2.230):

=tga
Q) U 27T rm = h = b) u = 277, S0 Q> a
(2.231)

8}
AV,

TECNOLOGIA MECANICA



58

Apuntes de clases extractados de la siguiente bibliografia

TITULO AUTOR EDITORIAL
Mecénica Técnica y Mecanismos Lorenzo A. Facorro Ruiz  Ediciones Melior
Mecanica Técnica Timoshenko-Young Hachette

Célculo de Elementos de Maquinas ~ Vallance - Doughtie Alsina

Manual del Constructor de Maquinas H. Dubbel Labor

Mecanica J. L. Meriam Reverté, S.A.
Disefo de elementos de Maquinas ~ Shigley Mc Graw Hill

TECNOLOGIA MECANICA



	TECNOLOGIA 24.pdf
	TECNOLOGIA 25.pdf
	TECNOLOGIA 26.pdf
	TECNOLOGIA 27.pdf
	TECNOLOGIA 28.pdf
	TECNOLOGIA 29.pdf
	TECNOLOGIA 30.pdf
	TECNOLOGIA 31.pdf
	TECNOLOGIA 32.pdf
	TECNOLOGIA 33.pdf
	TECNOLOGIA 34.pdf
	TECNOLOGIA 35.pdf
	TECNOLOGIA 36.pdf
	TECNOLOGIA 37.pdf
	TECNOLOGIA 38.pdf
	TECNOLOGIA 39.pdf
	TECNOLOGIA 40.pdf
	TECNOLOGIA 41.pdf
	TECNOLOGIA 42.pdf
	TECNOLOGIA 43.pdf
	TECNOLOGIA 44.pdf
	TECNOLOGIA 45.pdf
	TECNOLOGIA 46.pdf
	TECNOLOGIA 47.pdf
	TECNOLOGIA 48.pdf
	TECNOLOGIA 49.pdf
	TECNOLOGIA 50.pdf
	TECNOLOGIA 51.pdf
	TECNOLOGIA 52.pdf
	TECNOLOGIA 53.pdf
	TECNOLOGIA 54.pdf
	TECNOLOGIA 55.pdf
	TECNOLOGIA 56.pdf
	TECNOLOGIA 57.pdf
	TECNOLOGIA 58.pdf

